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Ulohy

Uloha 1:

V rade stoji 1000 vedtcich, ktori rataju tazky priklad. Najskor to vzdaju vsetci vedtci, ¢o stoja na
parnych poziciach. Potom to vzdaju vsetci vedici, ¢o stoja teraz na parnych poziciach. Takto to
vzdavaju, az kym neostane len jeden vedtci. Vedici na ktorej pozicii sa nikdy nevzda?

Vysledok: 1

Riesenie:

Na tuto tlohu je dobré pozrief sa odzadu. Na konci sa nevzdal len jeden vedici, ktory stoji na
neparnom — prvom mieste. Pred tym, ako zostal sam, tu boli vedtci dvaja, pricom jeden stal aj na

druhom mieste, preto sa vzdal. Este predtym boli vedici styria, pricom sa vzdali vediici na druhom
a Stvrtom mieste, po ¢om sa veduci, ktory stal na tretom mieste, posunul na druhé miesto.

Tu si mézeme vSimnuat podstatu vzdavania sa veducich. Pri kazdom pocte veducich, ktory je rovny
na vyssom ako druhom mieste, ocitnii na druhom mieste a vzdaju sa, ak sa nevzdali dovtedy. Nevzda
sa len jeden vedici, ktory stoji na prvom mieste, a teda sa nikdy na nijaké iné miesto neposunie —
kedze bude stat po cely cas na neparnom mieste, nikdy sa nevzda.

Uloha 2:

Cisla pri ¢iarach oznacuji sicet ¢isel v kruhoch, ktoré spajaji. Aké ¢sla mame doplnit do kruhov?
(a)——(r)
20 25

Vysledok: A=4; B=9; C =16

Riesenie:

Zoberme si kruh s ¢islom A. Z neho vedud 2 ciary. Jedna méa pri sebe ¢islo 13 a druha 20. Z toho
vieme, ze A+ B = 13, a zaroven aj to, ze A+ C = 20. Od¢itanim tychto rovnic od seba vidime, ze
C — B = 7. Podla ciary medzi kruhmi B a C vidime, ze C' 4+ B = 25, a s¢itanim s predchadzajticou
rovnicou mame 2 - C' = 32, ¢ize C' = 16. Kedze uz pozname hodnotu C', tak vieme dopocitat aj B,
lebo 16 — B = 7, z ¢oho B = 9. Nakoniec podla ¢iary medzi kruhmi A a B mame A+ B = 13, a preto
A=4.

Uloha 3:

Fredo si napisal na tabulu ¢sla od 1 do 2018 vratane. Cervenou podéiarkol tie, ktoré st nasobkom
dvojky, bielou tie, ¢o s nasobkom trojky, a tie, ¢o st nasobkom Stvorky, podé¢iarkol modrou. Kolko
¢isel bolo podciarknutych vsetkymi troma farbami?

Vysledok: 168

RieSenie:

Najprv si musime uvedomit, ze kazdé ¢islo, ktoré je nasobkom c¢isla 4, je zaroven aj nasobkom c¢isla
2. To pre nas znamena, ze nam staci najst cisla, ktoré si nasobkami ¢isel 4 a 3. Takéto cisla su vSak
nasobky cisla 12.



Delenim zistime, ze ¢islo 2018 nam dava zvysok 2 po deleni tromi aj Styrmi. To znamen4, Ze najvicsie
¢islo, ktoré vyhovuje zadaniu, je 2016. Teraz nam uz iba zostava zistit, kolko je cisel, ktoré su
nasobkom 12, ¢o vypoéitame ako 2016/12 = 168. Tento vysledok ndm hovori, ze medzi ¢islami 1
a 2016 (a teda aj 1 a 2018) je 168 ¢isel, ktoré st podéiarknuté vSetkymi troma farbami.

Uloha 4:

Aky je najmensi kladny nasobok c¢isla 9, ktorého vsetky cifry si parne?

Vysledok: 288

Riesenie:

Najprv sa zamyslime nad tym, aké pravidlo spliiaji nasobky ¢isla 9. Vieme o nich, e ich ciferny stacet
je delitelny deviatimi. To znamend, ze hladané ¢islo bude mat ciferny sucet 9, 18, 27, 36,..Musime

vsak zobrat do tvahy to, zZe nevieme dostat neparny ciferny sicet iba s parnymi ciframi. To znamena,
ze nase hladané ¢islo bude mat ciferny sicet najmenej 18.

Vieme vsak néjst ¢islo s cifernym siuctom 18, ktoré splna podmienky zo zadania? Uréite o nom
mozeme povedat, ze nebude jednociferné ani dvojciferné, pretoze 99 mé ako jediné také ¢islo ciferny
sucet 18.

Sktusme teda zistit, ¢i moze existovat trojciferné cislo, ktoré by vyhovovalo nasim podmienkam. Vieme
o nom, Ze na mieste stoviek ma byt ¢o najmensia parna ¢islica (aby sme ziskali ¢o najmensie ¢islo).
Tou je ¢islo 2 (ak by tam bola 0, tak neméme trojciferné ¢islo). V takom pripade vidime, Ze cifra na
mieste desiatok a cifra na mieste jednotiek budi davat sucet 16. To vSak s parnymi (jednocifernymi)
¢islami vieme docielit iba s dvoma osmickami. To znamen4, Ze najmensie cislo s cifernym stuctom 18
je 288.

Takto sme vSak nasli najmensie ¢islo s cifernym stuétom 18. Co vSak, ak by bol ciferny stcet vacsi
ako 187 Kedze vieme ziskat iba parne ciferné sicty, tak v dalsich moznostiach by uz ciferny stcet
musel byt aspori 36 (18 uz uvazovat nemusime). V takom pripade by sme vSak nutne potrebovali viac
ako trojciferné ¢islo, pretoze v trojcifernom c¢isle vieme ziskat maximéalne 9 + 9 + 9 = 27 ako ciferny
stucet. Cize uréite by sme dostali ¢islo vicsie ako 288. To znamend, Ze nase hladané ¢islo bude 288.

Uloha 5:

Stvorciferné ¢islo je zakonéené ¢islicou 2. Ked tuto ¢islicu presunieme na prvé miesto (a ostatné ¢islice
ponechdame bez zmeny), dostaneme ¢islo o 234 vacsie. Urcte pdvodné éislo.

Vysledok: 1962
Riesenie:

V tejto tlohe je dolezité uvedomit si, Ze sa nam staci pozeraf na cifry. Tiez je dolezité vediet, ze
cifra, ktora v povodnom ¢isle urcovala pocet jednotiek, urcuje v novom ¢isle pocet tisicok. Cifra, ktora
v povodnom ¢isle urcovala pocet desiatok, urcuje v novom ¢isle pocet jednotiek. Cifra, ktora v po-
vodnom ¢isle urcovala pocet stoviek, urcuje v novom c¢isle pocet desiatok. A cifra, ktora v pévodnom
¢isle urcovala pocet tisicok, urcuje v novom ¢isle pocet stoviek.

Informaciu, ze nové Cislo je o 234 vacsie ako povodné cislo, si predstavime tak, ze nové ¢islo je o 4
jednotky, 3 desiatky a 2 stovky vicsie.

Nase pévodné cislo malo na mieste jednotiek 2 a teraz je o 4 jednotky véacsie, tak nové ¢islo musi
mat na mieste jednotiek 2 4+ 4 = 6. Vieme teda, ze povodné ¢islo muselo mat na mieste desiatok 6.

Nase povodné ¢islo malo na mieste desiatok 6 a teraz je o 3 desiatky véicsie, tak nové ¢islo musi mat
na mieste desiatok 6 + 3 = 9. Vieme teda, ze povodné ¢islo muselo maf na mieste stoviek 9.

Nase povodné c¢islo malo na mieste stoviek 9 a teraz je o 2 stovky vacsie, tak nové ¢islo musi mat
na mieste stoviek 1, kedze prechadzame cez desiatky. Vieme teda, ze povodné ¢islo muselo mat na



mieste tisicok 1 a nové ¢islo musi mat na mieste tisicok 2, aby sa nestratil zvysok. O novom ¢isle uz
zo zadania vieme, Ze na mieste tisicok ma cifru 2, takze to nie je problém.

Teraz uz vieme, aké cifra je v povodnom ¢isle na akom mieste. Pévodné ¢islo je 1962.

Uloha 6:

Urcte sucet vsetkych cisel, ktoré sa daju zapisat ako sicet prave 3 roznych ¢isel z mnoziny 1, 2, 3,
4,..116.

Vysledok: 59670
Riesenie:
Najmensie ¢islo, ktoré vieme zapisat ako stucet prave 3 roznych ¢isel z danej mnoziny, je 14243 = 6.

Najvécsie cislo, ktoré vieme zapisat ako stucet prave 3 roznych cisel z danej mnoziny, je 114 + 115 +
116 = 345.

Dalej je délezité uvedomit si, ze vietky ostatné ¢isla medzi tymito dvoma sa tiez daji zapisat ako sicet
prave 3 ¢isel z danej mnoziny. To preto, lebo v danej mnozine si vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 116
vratane, a teda vieme postupovat nasledovne.

Na zaciatku si vyberieme ¢isla 1, 2 a 3, ktoré nam daji najmensi dosiahnutelny sticet, teda 6. Cisla 1
a 2 si teraz zafixujeme a budeme postupne zvysovat tretie ¢islo po jednotkach. Takto sa dostaneme
az k trojici 1, 2 a 116 so suc¢tom 119. Teraz si zafixujeme 1 a 116 a budeme postupne zvysovat stredné
¢islo po jednotkach. Takto sa dostaneme az k trojici 1, 115 a 116 so suc¢tom 232. Teraz si zafixujeme
115 a 116 a budeme po jednotkach zvysovat prvé cislo. Takto sa dostaneme az ku trojici 114, 115
a 116 so stuctom 345, teda najvacsim moznym. Takto sme po jednotkach stiipali od suctu 6 az po
sucet 345, a teda vSetky tieto stucéty vieme zapisat ako stucet prave 3 roznych cisel z danej mnoziny.

Teraz nam uz len ostava vsetky tieto cisla s¢itat. Kalkulacky pouzivat nemozeme, a teda to urobime
nejak rozumne. Najprv sc¢itame vsetky ¢isla od 1 do 345. To urobime tak, ze poparujeme cisla, aby
vzdy davali sucet 346. Prva dvojica bude 1 a 345, druha 2 a 344, tretia 3 a 343... Takychto dvojic tam
bude 344/2 a cislo 173 = 346/2 nebude mat dvojicu. Celkovy stcet preto bude

344 346 346 - 345
S 346+ o =
5346+ = 5

Teraz od toho odpocitame sucty, ktoré dostat nevieme, a to 1 az 5, teda mame (346 - 345)/2 — 15.
Dostaneme 59670.

Uloha T:

Trojuholnik PQR je rovnoramenny so zakladnou QR. Bod S lezi na strane QR tak, ze |QS| = |PS|
a uhol RPS ma velkost 75°. Aka je velkost uhla QRP?

Vysledok: 35°
Riesenie:

P V rieseni tlohy budeme opakovane vyuzi-
4 vaf, ze stucet vnutornych uhlov v trojuhol-
\h niku je 180°. Pozrime sa najprv na trojuhol-
nik SRP, v ktorom si vyjadrime velkost uhla
PSR: |[<PSR| = 180° — 75° — |[<QRP| =
105° — |[<QRP|.

Teraz si vSimnime trojuholnik QSP. Kedze
Q S R QS| = |PS]|, tak tento trojuholnik je tiez

rovnoramenny so zakladnou PQ. Uhol QSP je susedny s uhlom PSR, a teda vieme jednoducho
vypocitat jeho velkost: |[<QSP| = 180° — (105° — |[<QRP|) = 75° + |[<QRP|.




Zvysné dva vnutorné uhly trojuholnika QSP sa musia rovnat, ¢ize ich vieme z velkosti uhlu QSP
dopocitaf.
180° — (75° + |[<@QRP]|)  105° — |<QRP|

[<PQS| = |<QPS| = 5 - =

Vntatorné uhly pri zédkladni QR trojuholnika PQR sa musia rovnat, lebo tento trojuholnik, ako je
zo zadania zname, je rovnoramenny. Kedze <<PQS je ten isty ako <PQR, dostali sme jednoduchi
rovnicu, z ktorej ndm uz len staci vyratat velkost uhla QRP.

105° — |[<QRP|
= P
5 [<QRP

105° — |[<QRP| =2 - |[<QRP|
3-|<QRP| = 105°
|<QRP| = 35°

Velkost uhla QRP je 35°.

Uloha 8:

Do mriezky 3 x 3 dopliite &isla tak, aby v kazdom stipci, riadku aj diagonéle bol rovnaky stcet.

33

31128

Vysledok:
27136(33
38|32|26
312837
Riesenie:

Najprv si ozna¢me jedno z policok x, napriklad to stredné.

33

Vidime, ze sucet cisel v diagonale je 31 + x + 33 = 64 + x. Takyto sicet Cisel je aj
v kazdom riadku a stlpci, a preto vieme teraz do ostatnych poli¢ok podosadzovat €T
aj dalsie vyrazy tak, aby sa sucty stale rovnali 64 + x. 31128
V pravom dolnom rohu bude (64+x) —28 —31 = 54z, v lavom hornom rohu bude

(64+2)—2—(b+x) =64 —5—x =59 — 2z, v strede horného radu bude (64 + ) —33 — (59 — z) =
3142 —59+x = 22— 28 a v strede Tavého stipca (644 z) — 31 — (59— z) = 33+ 2 — 59+ = 22— 26.

09 —x |2x — 28| 33

2x — 26 T

31 28 S+




UZ ndm ostalo len jedno policko, a to v strede pravého stlpca. Vsimnime si, e ho vieme vyjadrit
dvoma sposobmi. Zo stlpca by sme jeho hodnotu vyjadrili ako

(64+ 1) — 33— (5+12) =64 — 33— 5 = 26,

z riadku ako
(64+2z)— (26 —26) —x =64+ —2x + 26 —x = 90 — 2.

Vieme teda zostavit jednoduchu rovnicu a vypocitat z nej x.

90 — 22 = 26
2 = 64
z =32

Teraz uz len podosadzujeme hodnotu x do vyrazov, ktorymi boli vyjadrené hodnoty policok a do-
staneme vysledok.

Uloha 9:

V pravidelnom Sestuholnitku K LM NOP st body A a B stredmi stran OP a M N. Aku ¢ast obsahu
Sestuholnika K LM NOUP tvori obsah Stvoruholnika ABNO?

Vysledok: 5/24
Riesenie:
Rozdelime si Sestuholnik na Sest zhodnych rovnostrannych trojuholnikov a nasledne kazdy z nich

rozdelime strednymi prieckami na Styri zhodné rovnostranné trojuholniky (pricom vieme, ze stredné
prie¢ky delia trojuholnik na $tyri mensie, navzajom zhodné trojuholniky):

N 0]

B A : : A A

WAVAVAVAN
\VAVAVAV
VAVAV/

L K L K

Na obrazku teraz mozeme vidiet 24 zhodnych trojuholnikov, pricom nés lichobeznik ABNO je tvoreny
préave piatimi z nich, a teda tvori 5/24 obsahu Sestuholnika.

Uloha 10:

Prirodzené cislo n je trojciferné a sucet jeho cifier je 11. Ak zapiSeme cifry tohto ¢isla v opacnom
poradi, tak dostaneme cislo, ktoré je o 297 mensie nez ¢islo n. Ak vydelime so zvyskom prostrednii
cifru ¢isla n stcétom jeho krajnych cifier, dostaneme podiel 1 a zvysok tiez 1. Urcte ¢islo n.

Vysledok: 461

Riesenie:

Oznac¢me si nage ¢islo n ako abc (teda prva cifra je a, druhd b a tretia c). Zo zadania vieme, ze
b:(a+c)=1,zv.],teda 1- (a+¢)+ 1 =>ba to vieme upravit na tvar a + ¢ + 1 = b. Teraz vieme

k obom strandm pripocitat b a dostaneme a +b+c+ 1 = b+ b. A kedze ciferny sucet ¢isla n je 11,
¢ize a+b+c = 11, tak po dosadeni dostaneme 11+ 1 = 2-b, a teda b = 6. A esSte vieme, ze a+c¢ = 5.



Zo zadania tieZ vieme, Ze c6a + 297 = abc. Postupne to upravime:

cba + 297 — abe = 0,
100-¢c+10-64+1-a—100-a—10-6 —1-¢c+ 297 =0,
99-c—99-a+ 297 =0,
c—a+3=0,
c+3=a,

c+a+3=2-a.

No a kedze a 4+ ¢ = 5, tak po dosadeni dostaneme 54+ 3 =2-a, atedaa=4, c=1.

Samozrejme, jednoduchou skiskou overime, ¢i ¢islo vyhovuje obom podmienkam zo zadania. Kedze
vyhovuje, tak mame riesenie, a to n = 461.

Uloha 11:

Matus jedol ¢ipsy. V prvy den zjedol 1 ¢ips. Druhy den zjedol 2 ¢ipsy, treti den 3 ¢ipsy a tak dalej.
Ked si po niektorom dni povedal, ze uz nebude jest ¢ipsy, zistil, Zze celkovy pocet ¢ipsov, ktoré zjedol,
je trojciferné ¢islo, ktoré ma vsetky 3 cifry rovnaké. Kolko ¢ipsov zjedol Matus?
Vysledok: 666
Riesenie:
Pocet cipsov, ktoré Matus zjedol, je stucet niekolkych po sebe idicich ¢isel. Oznac¢me si ich pocet
n. Sucet n po sebe iducich cisel vieme spocitat ako n - (n 4+ 1)/2. Tento vzorec si mozeme lahko
odvodit. Ak chceme sc¢itat po sebe iduce cisla, mozeme sparovat prvé ¢islo s poslednym, druhé
s predposlednym a tak dalej. Kazda z dvojic bude mat sicet (n + 1) a bude ich n/2. Kedze Matus
zjedol dokopy trojciferny pocet ¢ipsov, ktory ma vsetky cifry rovnaké, tak pocet ¢ipsov, ktoré zjedol,
je urcite delitelny 111. Prvociselny rozklad 111 je 3-37. Z toho vyplyva, Ze jedno z ¢isel n a (n+1) musi
byt delitelné 37. Dokonca jedno z tych ¢isel musi byt 37, ak by totiz bolo eSte nie¢im prendsobené,
tak sicin tych ¢isel nebude trojciferné ¢islo. Takze teraz mame dve moznosti, bud je 37 n, alebo n+1.
My viak eSte vieme, ze to druhé &slo musi byt delitelné 3, a to spliia iba 36. Teraz este overime, ¢
tieto ¢isla skuto¢ne vyhovuja.

n-(n+1) 36-37

2 2

= 666

Uloha 12:

Na péarty bolo n Iudi, ktorf sa vsetci spoznali. Stevko nikoho pred pérty nepoznal. Kedze prisiel
neskoro, tak pocas vecera stihol spoznat len niekolko z pritomnych. Na konci party si podali ruky
vsetci, ktori sa navzajom poznali. Ak si ruku potriaslo 68 dvojic, kolko Iudi na party spoznal Stevko?

Vysledok: 2

Riesenie:

Na to, aby sme vedeli, s kolkymi Iudmi sa Stevko skamaratil, musime zistit, kolko Iudi tam bolo okrem
neho. Oznac¢me si ich pocet n. Kazdy si podal ruku s n — 1 Tudmi, ale keby sme to len vynésobili,

tak by sme kazdé podanie ruk zaratali dvakrat, ¢ize to treba este vydelit dvomi. Teda medzi nimi
prebehlo n - (n — 1)/2 podani ruk.

Stevko sa skamaratil s najviac n Iudmi, ozna¢me si ich pocet k. Teda celkovy pocet podani rik je

n-(n—1)

k = 68.
5 +

Ked rovnicu upravime, tak zistime, ze n - (n — 1) + 2k = 136, teda, ze hladdme stc¢in dvoch po
sebe iducich prirodzenych ¢isel, ktory je nanajvys 136. Najvac¢sim takym sicinom je 11 -12 = 132.



V takom pripade je 2k = 4, a teda k = 2. ESte musime skontrolovat ¢i tloha nemé viac rieseni.
Druhym najvic¢sim stcinom je 10 - 11 = 110, vtedy 2k = 26, a teda k = 13, lenze to znamena, ze
k > n. Takze jedinym riesenim tlohy je, ze Stevko si podal ruku s dvoma Tudmi.

Uloha 13:

Majme kocku, ktord ma napisané ¢isla na kazdej svojej hrane a v niektorych vrcholoch (nie nutne
v kazdom). Pre kazdi z 12 hrdn vypocitame jej hodnotu ako stucet ¢isla na tejto hrane a ¢isel
vo vrcholoch danej hrany. Dostali sme takto vsetky ¢isla od 1 do 12 v nejakom poradi. Sucet tplne
vsetkych ¢isel, ktoré sa na kocke nachadzaju, je 50. Aky je sicet cisel vo vrcholoch kocky?

Vysledok: 14

Riesenie:

Z kazdého vrchola kocky vychadzaju presne tri hrany. To znamend, ze kazdé ¢islo, ktoré je vo vrchole,
sme zaratali do troch hodndt hran, kedze patri trom hrandm. Cislo, ktoré nie je vo vrchole, sme zaratali
len do jednej z hodndt. Z toho vieme, ze ked zratame dokopy vsetky hodnoty, tak ¢isla vo vrcholoch
s tam zaratané po tri razy a ostatné ¢isla len jedenkrat kazdé. Sucet tychto hodndt je sucet cisel
od 1 do 12, ¢o je 78. Stucet vsetkych ¢isel na kocke je 50, ked to odé¢itame, tak odéitame kazdé cislo
raz. Kedze cisla vo vrcholoch boli zaratané kazdé trikrat, tak po odc¢itani bude kazdé zaratané este
dvakrat. Ostatné cisla boli zaratané kazdé iba raz, teda po odcitani nebudu zaratané vobec. Preto

78 — 50 = 28 je dvojnésobok suctu ¢isel vo vrcholoch kocky. Stucet ¢isel vo vrcholoch kocky je teda
28:2=14.

Uloha 14:

Néjdite dve najmensie za sebou idice prirodzené ¢isla, ktoré maju vo svojom prvociselnom rozklade
prave 4 prvocisla.

Vysledok: 135 a 136

Riesenie:

Kedze hladdme dve po sebe idtce ¢isla, tak to znamend, Ze jedno z nich bude parne a druhé neparne.
Teda jedno z hladanych ¢isel vo svojom prvociselnom rozklade nema dvojku. Skiisme néjst najmensie
neparne c¢islo, ktoré ma vo svojom prvociselnom rozklade prave styri prvocisla. Najmensie neparne
prvocislo je tri, tak pouzime styri trojky: 3-3-3-3 = 81. Ak by jedno z ¢isel bolo 81, tak to druhé musi
byt o jedna mensie alebo o jedna vacsie, teda 80 alebo 82. Rozlozme ich na prvocisla: 80 = 2-2-2-2-5,
82 = 2-41. Vidime, Ze ani jedno z tychto ¢isel nevyhovuje, lebo nema prave styri prvocisla vo svojom
prvociselnom rozklade.

N&ajdime druhé najmensie neparne ¢islo zlozené zo styroch prvocisel. Jednu trojku musime vymenit
za druhé najmensie neparne prvocislo a to je pat: 3-3 -3 -5 = 135. Vyskuasajme, ¢i bude vyhovovat
134 alebo 136: 134 = 267, 136 = 2-2-2-17. Vidime, Ze 134 nevyhovuje, ale 136 vyhovuje. Teda
135 a 136 st riesenim.

Uloha 15:

Obdlznik na obrazku pozostéva z 36 §tvorcov. Na jeho stranach (pozri A )
obrazok) st vyznacené body A, B, C, D, E, F a G. Aky je stcet
konvexnych uhlov (konvexny uhol je taky uhol, ktory je mensi ako 180°) I d \\ \\

|<GAB|+|<ABC|+|<BCD|+|<CDE|+|<DEF|+|<EFG|+|<FGA?

B N\ D
Vysledok: 540° ~ N




Riesenie:

X A E y  Oznacme si vrcholy Stvorcekovej siete X, Y a Z tak, ako je to na

obrazku, a pozrime sa na prvy uhol zo sictu v zadani, uhol GAB.
N N Jeho vrchol sa nachddza na strane hracej plochy a spolu s uhlami

Ja \ XAB a YAG tvori priamy uhol, a preto sa jeho velkost da napisat

\ ako

N
N\ |[<GAB| = 180° — (|<Y AG| + |<X AB|).

™~

\ Rovnaktu tivahu mozeme zopakovat pre dalsich péaf uhlov zo sictu
~ v zadani (vSetky uhly, ktoré lezia na stranédch Stvoréekovej siete) a do-
staneme

/
/
7
// //

N
Q
@Q

|[<XABC| = 180° — (<X BA| + |<ZBCY),
|<<BCD| = 180° — (|<«ZCB| + |<GCD),
|<CDE| = 180° — (|<GDC| + |<Y DE]|),
|<DEF|=180° — (<Y ED| + |<XEF)|),
|<EFG|=180° — (|<XFE| + |<ZFG)).

Posledny uhol je trochu odlisny, jeho vrchol sa totiz nachadza vo vrchole stvorcekovej siete, vdaka
c¢omu plati

|[<<KFGA| =90° — (|[<ZGF| + |<YGA|).

Po scitani vsetkych siedmich rovnic dostaneme sicet zo zadania na lavej strane a na pravej strane
dostaneme 6-180°490° = 1170°, od ktorych odpoc¢itame 14 uhlov. Tu si ale moézeme vSimnit, Ze tieto
uhly sa daju sparovat tak, ze kazda dvojica bude predstavovat dva (nie pravé) uhly v pravouhlom
trojuholniku, a teda ich sucet bude 90°:

|<X AB| + |<XBA| = 90°
|<ZBC| + |<ZCB| = 90°
|<GCD| + |<GDC| = 90°
|<YDE| + |aY ED| = 90°
|<XEF|+ |[<XFE| = 90°
|[<ZFG|+ |<ZGF|=90°
|<YGA| + |<Y AG| = 90°.

Preto dostavame, ze stucet uhlov zo zadania je 1170° — 7 - 90° = 540°.

Uloha 16:

Z kocky sme odsekli stvorsten ABC'D tak, ze A bol vrcholom pévodnej kocky a B, C', D boli vrcholy
na kocke, ktoré susedia s A. Aby sme ich vedeli rozoznat, styri steny Stvorstena sme ofarbili réznymi
farbami. Potom sme polozili stvorsten na rovni podlozku stenou ABC. Teraz ho prevalime okolo
hrany AB, potom AD, potom AC' a tento postup opakujeme, az kym neskoné¢ime v povodnej polohe
(na poévodnom mieste v povodnej orientacii). Kolkokrat prevalime Stvorsten?

Vysledok: 12

RiesSenie:

Vsimnime si, ze hrany, cez ktoré preklapame Stvorsten, su vsetky rovnaké ako v povodnej kocke. To
znamena, ze to, ¢i tam zvysok kocky je alebo nie je, nezasahuje do toho, ako sa kocka preklapa. Takze
si celu ulohu mozeme predstavit tak, ze mame celt kocku a preklapame ju okolo jedného vrchola.

Ked kocku prekldapame okolo jedného vrchola, tak kocka spravi styri preklopenia, kym sa dostane na
rovnaké miesto. Nebude v8ak v rovnakej polohe (farba, ktorou lezi na zemi, sa nebude zhodovat),



pretoze kocku preklapame len cez tri strany, zakial preklopenia sme spravili styri. Oznac¢me si steny
od jeden do tri, v takom poradi, v akom na nich kocka stoji, ked ju preklapame. Na zaciatku stoji na
stene 1. Zo steny 1 sa preklopi na stenu 2, odtial na stenu 3 a potom opat na stenu 1 a tak dalej. Po
styroch preklopeniach je teda kocka na pévodnom mieste, ale nestoji na stene 1 ako na zaciatku, ale
na stene 2. Po dalsich styroch preklopeniach je kocka opéf na povodnom mieste a tentokrat stoji na
stene 3. Po dvandéstich preklopeniach je kocka opat na povodnom mieste a konecne aj stoji na stene
c¢islo 1, a teda je aj v povodnej orientacii.

Uloha 17:

Méame dany lichobeznik ABCD so zakladnami AB a C'D, ktoré si v pomere 1 : 4. Na stranach
AB, BC, CD, DA majme postupne body K, L, M, N také, ze 7T|AK| = 3|KB|, 2|BL| = |LC|,
4|CM| =3|MD| a 2|AN| = |[ND|. Aku ¢ast lichobeznika ABCD tvori $tvoruholnik K LM N?

Vysledok: 2/5
Riesenie:
Na zaciatok rozdelime stvoruholnik K LM N vyznacenim

tisecky LN na dva trojuholniky. PredlZime si strany AD
a BC', ktorych priese¢nik oznacime X.

O trojuholnikoch ABX a DCX vieme povedat, ze su po-
dobné podla vety uu (uhol uhol). Kedze si zékladne licho-
beznika navzajom rovnobezné a obe si prefaté priamkou
AD resp. BC, vieme, ze uhly XAB a X DC' su sihlasné,
a teda rovnaké, a to isté plati o uhloch XBA a XCD.
Kedze si v oboch trojuholnikoch zhodné, vieme, zZe tieto A B
trojuholniky st podobné.

Z podobnosti vyplyva, ze strana AB je k strane C'D v rov-
nakom pomere ako AX s XD a XB s XC. KedZze je pomer
strain AB k C'D 1: 4, v takom pomere budu aj zvysné dve
dvojice. Potom ak AX je 1 diel, AD su 3 diely. Rovnako X B a BC.

Bod N deli tsecku AD v pomere 1 : 2, takze zo spominanych 3 dielov bude mat AN jeden a ND
dva. Potom je ale N v strede X D. Rovnakym postupom prideme na to, ze bod L je v strede tisecky
XC.

Kedze st N aj L v strede stran trojuholnika C'D X, spolu tvoria strednu priecku rovnobeznu s C'D
a s polovi¢nou dlzkou.

X

Kedze chceme vyratat obsah stvoruholnika K LM N, ktory sme si rozdelili na dva trojuholniky tsec-
kou LN, na vypocet ich obsahu potrebujeme vysku na tito zakladnu. Kedze je isecka LN rovnobezna
s DC, tak je kolma na vysku lichobeznika. Médme dva rozne trojuholniky, KLN a LM N, pricom
stucet ich vysok je rovny vyske lichobeznika. Z toho nam vyplyva, Ze obsah oboch trojuholnikov bude
rovny |LN|-v/2.

Obsah lichobeznika vyratame ako (|AB| + |CD|) - v/2. Kedze je AB styrikrat kratsia ako C'D, tak
si |AB| oznacime z a |C D| vyjadrime ako 4z. Po nahradeni vo vzorci dostaneme, ze obsah lichobeznika
je (x +4x) - v/2 = bawv/2. Zistili sme, ze obsah stvoruholnika KLMN je rovny |LN|-v/2. O LN
sme rozhodli, Ze je strednou prieckou ku C'D, a teda je dva razy kratsia. Kedze |CD| = 4z, tak
|LN| = 2z. Po nahradeni vo vzorci dostaneme, ze obsah stvoruholnika K LM N je 2zv/2 = xv.

Chceme vediet, aku cast z celého lichobeznika zabera, preto dame tento obsah s obsahom lichobeznika
do zlomku. Upravou sa dopracujeme k vyslednej hodnote.

SKLMN v 2zv

2
Sapcep ~ 5xv bav 5

2



Uloha 18:

Ked na natierani steny spolupracuju Peto a Roman, trva im to 4 hodiny. Ked spolupracuju Peto
a Dano, zaberie to 6 hodin. Pri spolo¢nom tsili Romana a Dana to trva az 12 hodin. Za aky cas
natru stenu postupne dvomi réznymi natermi, ak prvy bude nanasat sam Pefo a druhy sam Roman?

Vysledok: 18
RieSenie:
Mame informacie o tom, za aky cas vykona pracu kazda z moznych dvojic z nasich troch natieracov.

Na zaciatok si zistime, aki ¢ast steny natrd za hodinu. Pre kazdu dvojicu si vyjadrime, kolko plochy
steny natrie za jednu hodinu.

Vieme, ze Petovi a Romanovi celé natretie trva 4 hodiny, teda za 1 hodinu natria 1/4 steny. Pefovi
a Danovi trva celé natretie 6 hodin, ¢ize za hodinu natra 1/6 steny. Romanovi a Danovi trva natretie
celej steny 12 hodin, a tak za hodinu natra 1/12 steny.

Ked si upravime tieto zlomky na najmensieho spolo¢ného menovatela, ¢o je v tomto pripade 12, tak
dostaneme 1/4 = 3/12,1/6 = 2/12, 1/12 = 1/12. Ked tieto zlomky s¢itame, tak dostaneme hodnotu,
ktora nam dava obsah steny, ktort zvladnu natriet dvaja Petovia, dvaja Romanovia a dvaja Danovia
(kedze sme kazdého zardtali dvakrat):

3 2 1 6

1
TR TR TR
Zistili sme, 7ze ak by stenu natierali dvaja Iudia s rychlostou Peta, dvaja s rychlostou Romana a dvaja
s rychlostou Dana, natreli by za hodinu 1/2 steny. KedZe my méme kazdého iba raz, odoberieme
jedného Peta, jedného Romana aj jedného Dana, a teda jednému Petovi, jednému Romanovi a jed-
nému Danovi to bude trvat dvakrat dlhsie, takze 1/2 steny natri za dve hodiny, z ¢oho vyplyva, ze
za hodinu natra 1/4 steny.

Vsimnime si, ze vSetci traja natri za hodinu rovnaku cast steny, ako natrie len Peto s Romanom.
Z toho vyplyva, ze Dano nerobi ni¢ a k natieraniu neprispieva. Z toho je uz zjavné, ze casy natierania,
v ktorych je zapojeny Dano, si rovnaké pre samotnych natieracov, s ktorymi je vo dvojici. Teda
ak Peto a Dano spolu natri stenu za 6 hodin, sim Peto ju natrie za 6 hodin. Ak natieraju Dano
a Roman, ktorym to trva 12 hodin, vieme, ze Roman ju sdm natrie za 12 hodin.

Teraz tieto dve hodnoty uz len s¢itame a dostavame, Ze nanasanie dvoch naterov im potrva 6412 = 18
hodin.

Uloha 19:

Mame papier v tvare stvorca velkosti 8 x 8. Prelozime ho na polovicu, a potom znova na polovicu,
aby sme dostali Stvorec 4 x 4. Toto zopakujeme este dvakrat, az dostaneme sStvorec 1 x 1. Ten potom
rozstrihneme pozdlz oboch uhlopriecok. Kolko kusov papiera dostaneme?

Vysledok: 144

Riesenie:

Predstavme si, ze papier prelozime podla zadania a potom ho znova rozprestrieme. Kedze sme ho
prelozili trikrat v oboch smeroch, vysledkom bude mriezka 8 x 8.

Teraz si uvedomme, ze ked sme poskladany papier rozstrihli po oboch uhloprieckach, rozstrihli sme
kazdy z tychto 64 stvorc¢ekov po oboch jeho uhloprieckach. Rozprestreny papier by aj s ¢iarami, po
ktorych sme strihali, vyzeral ako na obrazku.
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Teraz si uz staci iba odmysliet zvislé a vodorovné ¢iary, po ktorych sme
nestrihali, teda neoddeluju kusy papiera, a zratat vsetky kusy papiera:

Na obrazku vidime, ze kusy papiera st usporiadané do riadkov. St tam
dva riadky pozostavajice z dsmich trojuholnikov (prvy a posledny),
osem riadkov pozostavajucich z dvoch trojuholnikov a siedmich Stvor-
cov, ¢o je spolu 9 kusov papiera, a sedem riadkov pozostavajicich z os-
mich Stvorcov. Spolu je to teda

2:848-947-8=16+ 724 56 = 144.

Uloha 20:

Kamién sa pomaly pohybuje po parkovisku (smer a rychlost ma stale rovnakid). Dano chce zistit,
aky dlhy je kamién. Preto sa postavil ku koncu kamiéna a zacal kracat v smere jazdy. Dano zistil,
ze potrebuje urobit 112 krokov na to, aby sa dostal na zaciatok kamionu. Ked uz bol na zaciatku,
otocil sa a isiel spaf na koniec. Zistil, Zze potrebuje 16 krokov na to, aby sa dostal na koniec kamiénu.
Aky je dlhy kamién, ak Dano kraca stdle rovnakou rychlostou a kazdy krok ma dizku pol metra?

Vysledok: 14 metrov

Riesenie:

Nech kamién mé dizku z. Poktsime sa ttto dizku vyjadrit v pocte krokov. Vieme, Ze Dano potreboval
prejst 112 krokov na to, aby sa dostal na zaciatok kamiénu. To znamena, ze kamién presiel za rovnaky
cas 112 — x krokov. Cestou spat Dano prejde 16 krokov, zakial kamién prejde = — 16 krokov. Preto
16 krokov Dano prejde za rovnaky cas, ako kamién prejde x — 16 krokov. Pozrime sa teraz na
sedemnasobok tejto vzdialenosti. Dano prejde 7-16 = 112 krokov za rovnaky cas, ako kamién prejde

7-(x—16) krokov. Na zaciatku sme ale ukazali, ze 112 krokov Dano prejde rovnako rychlo, ako kamién
prejde 112 — z krokov. Preto musi platit

7o — 112 = 112 — 7,

a preto x = 224/8 = 28. Kamién je preto dlhy 28 krokov, ¢o je 14 metrov.




Hadanky

Hadanka 1:
Poznam jeden domdek. V tiom pét bratov byva. Kazdy sa vo svojej izbicke ukryva. Co je to?

Vysledok: rukavica

Hadanka 2:
Co mozes drzat v pravej ruke, ale v lavej nie?

Vysledok: lavi dlan, Tavy laket

Hadanka 3:
Ktory rak sa utopil?
Vysledok: vrak

Hadanka 4:
Preco zjedia biele ovce viac ako ¢ierne?

Vysledok: lebo ich je viac

Hadanka 5:
Co ak chces pouzit, musis zahodit, ale musi§ zobrat spit, ked uz to nepotrebujes?

Vysledok: kotva

Hlavolamy

Hlavolam 1:
Rozdelte obrézok na sedem zhodnych asti. Delit sa smie len pozdlZ stran jednotlivych §tvorcov.

Vysledok:

%

Riesenie:

Ked si spocitame Stvorceky, zistime, ze ich je 28. Preto, ked chceme
rozdelit Utvar na 7 zhodnych casti, musi mat kazda z nich 4 stvorcéeky.
Existuje 5 réznych tvarov vytvorenych zo 4 stvorcekov. Ked si ofarbime
cely utvar ako na obrazku vidime, ze ¢iernych policok je 15 zatial ¢o
bielych je 13.

Z 5 moznych utvarov, na ktoré vieme obrazok rozdelif, si 4 také, ze

zaberu 2 cierne a 2 biele policka bez ohladu na to, kam budu polozené. Teda vidime, ze tieto nemézu
byt riesenim tlohy, lebo by obrazok musel mat rovnako vela ¢iernych a bielych policok, ¢o nema.
Musime preto pouzit stvrty utvar, ktorym vieme obrazok podla zadania rozdelit.



LT

Doplnite cierne policka tak, aby zafarbend a nezafarbend cast obrazku tvorili dva zhodné suvislé
obrazce.

Vysledok:

Hlavolam 2:

E -

RieSenie:

Ak maju byt oba utvary rovnaké, tak je dobry napad policka farbit tak, aby boli policka réznych farieb
stredovo stmerné podla stredu obdlZnika (teda ak jeden tvar oto¢ime o 180° okolo stredu obdlznika,
tak presne prekryje ten druhy, napriklad lavy horny roh sa prenesie do pravého dolného). Takto
vieme, ktorych 6 policok bude uréite bielych (tie, ktoré si stredovo simerné s ¢iernymi v zadani).
Potom urcujeme, ktoré policka su urcite biele alebo ¢ierne, tak, aby sme docielili suvislost oboch
utvarov a zaroven dodrziavali stredovt simernost.

Hlavolam 3:

RoOzne pismend predstavuju rozdielne prirodzené cisla. Kazdé ¢islo na okraji oznacuje sucet v prislus-
nom riadku ¢i stlpci. Aké ¢islo patri na miesto otdaznika?

K
B
P

H|6
Vi1l
V|7
5

| < || T

p—d
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Vysledok: 11
Riesenie:

Vidime, ze sucet cisel vo vsetkych stipcoch je dokopy 16 + 7 + 5 = 28. KedZze do tohto siuctu zapo-
¢itavame kazdé ¢islo prave raz, tak aj siucet riadkov musi byt 28, lebo tam zapocitavame kazdé cislo
taktiez prave raz. A preto je sicet cisel v poslednom riadku 28 — 11 — 6 = 11.

Ulohu, samozrejme, ide vyriesit aj priamo vypocitanim jednotlivych pismen — toto riesenie si tiez
ukazeme.

Pozrieme sa na prvy riadok tabulky. Z neho vieme, ze K + H + H = 6. Z toho vyplyva, Ze H nemoze
byt vécsie ako 3. Ak by H = 3, tak potom by K = 0, ¢o nie je prirodzené cislo. Ak by H = 2, tak
potom aj K = 2, ¢o opéat nie je mozné, kedze vsetky ¢isla maju byt rozne. Teda vieme, ze H = 1.



Potom K = 4. Pozrime sa teraz na treti stlpec, H +V +V = 5. Kedze H = 1, tak potom V = 2.
Pozrime sa na druhy riadok. Vidime, ze B+ K +V = 11. Vieme, 7e K =4 a V = 2, teda B = 5.
V prvom stlpci vidime, ze K + B+ P = 16, a, kedze B=5a K =4, P = 7. U7 sa vieme pozriet na
treti riadok, ktorého sucet je teda 7+ 2+ 2 = 11.

Hlavolam 4:

Poukladajte na policka plochy strazcov tak, aby kazda korunka mala priamo nad, pod alebo vedla
seba aspon jedného strazcu a zaroven v kazdom riadku a stlpci sa nachadzal prave jeden strazca.

Vysledok:

W WO
W
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RieSenie:

Uloha mé viacero moznych rieseni, toto je jedno z nich.

Hlavolam 5:

Rozdelte cifernik hodin dvoma tetivami, ktoré sa nepretinaji a nekoncia v ziadnom z dvanastich
¢isel, na tri oblasti tak, aby stucet ¢isel v kazdej oblasti bol rovnaky.
Poznamka: Tetiva je tsecka spajajica dva rozne body na kruznici.

Vysledok:

Riesenie:
Vieme, ze stucet cisel od 1 po 12 je 78. Tento sticet mame rozdelit na 3 rovnaké diely, teda stucet cisel
v jednom diele bude 26. Vieme taktiez, ze dve z 3 Casti, na ktoré cifernik delime, budu po sebe iduce

rady c¢isel a jedna cast bude rozdelend na 2 tiseky. Teda hladame najprv tie po sebe idice a postupne
dospejeme k tomuto rieseniu.




Lomihlav

Lomihlav je matematicka sttaz organizovana Zdruzenim STROM a Prirodovedeckou fakultou Univer-
zity Pavla Jozefa Safarika v Kosiciach pre ziakov zakladnych skol a prislusnych tried osemroc¢nych
gymnazii. V roku 2018 sa kond uz 18. ro¢nik tejto sutaze.

Sutaz trva (¢arovnych) 66 minut. Stutaziaci zo zdkladnych skol (7. — 9. roc¢nik) a prislusnych tried
osemro¢nych gymnézii (sekunda az kvarta) sutazia v Stvorclennych druzstvdach. Druzstva dostani
na zac¢iatku 20 matematickych dloh, 5 hlavolamov a 5 hidaniek. Ulohy st zoradené priblizne podla
naroc¢nosti, pricom ziaci ich moézu riesit v Tubovolnom poradi. Druzstva ziskavaji body za jednotlivé
ulohy, hlavolamy a hadanky podla ro¢nikov sttaziacich v druzstve, a to podla tabulky:

Roc¢nik Spravny vysledok Nespravny | Neodovzdané
1. ziak | 2. ziak | 3. ziak | 4. ziak | tloha | hlavolam | hadanka | vysledok riesenie
7 7 7 7 4,20 2 1 -1 0
7 7 7 8 4,05 2 1 -1 0
7 7 7 9 3,90 2 1 -1 0
7 7 8 8 3,90 2 1 -1 0
7 7 8 9 3,75 2 1 -1 0
7 7 9 9 3,60 2 1 -1 0
7 8 8 8 3,75 2 1 -1 0
7 8 8 9 3,60 2 1 -1 0
7 8 9 9 3,45 2 1 -1 0
7 9 9 9 3,30 2 1 -1 0
8 8 8 8 3,60 2 1 -1 0
8 8 8 9 3,45 2 1 -1 0
8 8 9 9 3,30 2 1 -1 0
8 9 9 9 3,15 2 1 -1 0
9 9 9 9 3,00 2 1 -1 0

Zadania starsich ro¢nikov najdete na matik.strom.sk/lomihlav.
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